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En general los robots manipuladores pueden ser:

Seriales
Paralelos
Híbridos

Los robots paralelos tienen características muy importantes como son la
rapidez, la precisión, y la carga que pueden soportar, el inconveniente,
es que su espacio de trabajo es muy reducido.

Robot serial Robot paralelo

Introducción

Robot híbrido



Cinemática Diferencial Manipulador Serial

El manipular se encuentra

compuesto por tres

articulaciones rotacionales y

tres eslabones. Cada

articulación posee un actuador

rotacional que genera el

movimiento (x,y,θ), donde θ es

una rotación del efector final

sobre el eje z. Para encontrar

las ecuaciones que describen la

posición se utiliza la

metodología de Denavit-

Hartenberg (Cruz 2007).

X0

Y0

Z0

X1

Z1

X2

Y2

Z2

ZP

XP

YP

1


d2

3


ζ={x,y,θ}

1

3

Figura 2 Postura del manipulador RPR



Matriz de Transformación

𝐴3
0 =

𝐶𝑜𝑠(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3) −𝑆𝑒𝑛(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3) 0 𝐶𝑜𝑠(𝜃1)𝓁1 + 𝐶𝑜𝑠(𝜃1 + 𝜃2)𝓁2 + 𝐶𝑜𝑠(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3)𝓁3
𝑆𝑒𝑛(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3) 𝐶𝑜𝑠(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3) 0 𝑆𝑒𝑛(𝜃1)𝓁1 + 𝑆𝑒𝑛(𝜃1 + 𝜃2)𝓁2 + 𝑆𝑒𝑛(𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3)𝓁3

0 0 1 0
0 0 0 1

La matriz de transformación que describe la posición del

manipulador es la siguiente:

Se utiliza el vector de posición que se extrae de la matriz de

transformación que describe la posición del manipulador serial

RRR

𝑋 = C(θ1)𝓁1 + C (θ1 + θ2)𝓁2 + C (θ1 + θ2 + θ3)𝓁3 (24)
𝑌 = S (θ1)𝓁1 + S (θ1 + θ2)𝓁2 + S (θ1 + θ2 + θ3)𝓁3 (25)



Matriz Omega Asimétrica

Ω3
0 =  𝑅3

0 ∙ 𝑅3
0𝑇

Ω3
0 =

0 −  θ1 +  θ2 +  θ3 0
 θ1 +  θ2 +  θ3 0 0

0 0 0

𝛺 =

0 −𝛺𝑧 𝛺𝑦

𝛺𝑧 0 −𝛺𝑥

−𝛺𝑦 𝛺𝑥 0



Jacobiano del Manipulador RRR

La matriz jacobiana del manipulador RRR es la siguiente:
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Variables de Estado

Se define AT q ∈ R(M.N)x(3+M.N) como la matriz asociada a la cinemática. 

( ) 0
T

A q q


1,1 1,2 ,

( , , , , , , )
p p p p n m

q x y q q q

Para solucionar el conjunto es conveniente seleccionar el conjunto de variables

generalizadas que mejor convenga, para representar al sistema del sistema. Las

velocidades del punto P expresadas en coordenadas respecto al sistema inercial:

vxP y vyP así como la velocidad angular ω_p, del efector final, en este caso

describiendo los parámetros para un manipulador plano de 3GDL.

 𝑞𝑝 = 𝑆𝑡𝑛 𝜂



Sistema en Variables de Estado

El sistema de ecuaciones es ordenado de manera matricial de
tal forma que se obtiene una matriz de tres columnas por seis
filas la cual contiene la información para el mapeo de las
velocidades. La matriz del sistema en variables de estado del
manipulador RRR es:

 𝑞𝑝 = 𝑆𝑡𝑛 𝜂



Modelo Matemático de la Cinemática 
Diferencial

Es la ecuación que describe al modelo matemático de la
cinemática diferencial del manipulador RRR. La cual se utiliza
para realizar la simulación.

 𝑞𝑝𝑅𝑅𝑅 = 𝑆𝑡1𝑅𝑅𝑅 𝑆𝑡2𝑅𝑅𝑅 𝑆𝑡3𝑅𝑅𝑅 . [𝜂𝑅𝑅𝑅 ]

Donde:
𝜂𝑅𝑅𝑅 = [𝑉𝑥 𝑉𝑦 𝜔𝑧]𝑇


1,1 1,2 ,

( , , , , , , )
p p p p n m

q x y q q q



Simulación del Manipulador RRR y RPR

El modelo matemático de la cinemática diferencial describe la
velocidad lineal del efector final en función de las variables
articulares, así como la velocidad angular de este Ecuación.

La Ecuación es una forma general de la matriz de variables de

estado, esta matriz puede variar, es decir puede ser diferente

aunque el manipulador sea el mismo, esto se debe a la

configuración de la cinemática diferencial.



Simulación del Manipulador RRR y RPR

La simulación se llevó a cabo
utilizando diferentes parámetros
de entrada en el manipulador
generando así diferentes patrones
de movimiento o trayectorias a
seguir, se utilizaron velocidades
senoidales, constantes y
variaciones dentro de estas, las
pruebas en proporcionaron que el
comportamiento del extremo del
robot coincidía con la trayectoria
generada, esto valida los modelos
diferenciales obtenidos.
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Simulación del Manipulador RRR y RPR
Una vez obtenidas las
matrices del sistema de la
cinemática diferencial de
los manipuladores, se
realizan simulaciones
buscando comprobar los
modelos matemáticos, y
si los resultados son
coherentes, y que cada
manipulador responde de
la manera esperada. Las
simulaciones comparan
los resultados de manera
ideal y los resultados de
la implementación.



Simulación Manipulador RPR

Los resultados obtenidos son satisfactorios, el modelo diferencial converge, el jacobiano, proporciona una matriz de

velocidades angulares la cual debe ser asimétrica, esto permite visualizar si hay algún error en la matriz.

El efector final del manipulador

coincide con los puntos de la

trayectoria, esto quiere decir que el

modelo diferencial es válido, así como

la matriz del sistema.

En la segunda prueba los parámetros

de entrada son reemplazados para

obtener una velocidad constante en la

parte lineal pero la velocidad angular

es establecida como nula,

Trayectoria del

manipulador RPR 

línea recta
Trayectoria del

manipulador 

RPR lemniscata

Simulación del manipulador

RRR



Conclusiones
Se presenta el modelo cinemático diferencial con un enfoque diferente al que se
presenta en la literatura, que se obtiene a partir de la cinemática de posición
mediante técnicas de diferenciación y con ayuda de la matriz asimétrica se obtiene la
información que forma parte de la matriz jacobiana, la cual permite conocer las
velocidades de las variables articulares en función de la velocidad lineal y angular
en el efector final y viceversa en una matriz en variables de estado.

Se validó el modelo matemático de la cinemática diferencial por medio de la
simulación de dos manipuladores seriales del tipo RRR y RPR.

Se realizó la simulación de los manipuladores validando el modelo matemático
diferencial

A través de la validación de la cinemática diferencial de cadenas seriales simples
será posible aplicar el procedimiento a robots manipuladores complejos, como el
caso de los robots manipuladores seriales redundantes, paralelos e híbridos.
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